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Método KuhnTucker

Consideramos un problema de maximizacién o minimizacién de una fun-
cién f : R" xR? — R que depende de n variables de decisién y g pardmetros,

y estd sujeta a:

- k restricciones de igualdad h; : R™

- m restricciones de desigualdad g; :

Maximizacién
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Minimizacién
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Condiciones de Holgura

- Maximizacién:

oL

fau_(z’{,---,mZ;plv---mq;/\’{,---
J

wi > 0;

* * * LK
)U‘jhj(zl"“1$n7p17'-~>pQ7 1

- Minimizacién:

oL

7(13’{7“-755:1??17”-719:1? T?'
O

u; > 0;

* * * Ly
H/jhj(‘zlv'"7xn7p17"'7p¢Z7 1+

s Ham) = 0.

s M) = 0.

7H‘:n) > 0;

st ) = 0.
b)) <05
s Hom) = 0.

Teorema 0.1: Teorema de la Envolvente

Sean V' y £ continuamente diferenciables y (z*, A*, u*) la solucion
de algtin problema de optimizacién con pardmetros (p1, . . .

tonces:

)%

Op

-(P1s---,Pq) =
7

oL*
opi
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1.

Funcion de utilidad

Definicién 1.1 (Completitud). Sean cualesquiera a,b € A, decimos que
el consumidor tiene preferencias completas si es capaz de decir si prefiere a
sobre b, b sobre a, o es indiferente.

Definicién 1.2 (Transitividad). Sea R una relacion homogénea sobre el
conjunto X, decimos que el consumidor tiene preferencias transitivas si para
cualesquiera a, b, c € X tales que aRby bRc, entonces aRc.

Definicién 1.8 (Racionalidad). Decimos que las preferencias del consumi-
dor son racionales si son completas y transitivas.

Definicion 1.4 (Canasta). Una canasta es unvector (a1, . ..,an) € R
que representa el consumo de los bienes x1, . . ., Tn.

Definicién 1.5 (Funcién de utilidad). Sea una funcion u : R:‘_ — R,
esta representa la utilidad de un consumidor si, para para cualquier par de al-

ternativas (1, ...,%n), (@], ..., x,) € R, se tiene u(xy,...,2n) <
u(xh, ..., x},) siy solo si el consumidor prefiere la canasta (x, ..., x},)
sobre la canasta (z1, . .., Tn).

Definicién 1.6 (Curvas de indiferencia). Dada una funcion de utilidad
u: H— Ryk €R, el conjunto de nivel k se define como:

Cr = {o € H | u() = k}.

Si H = R2, a dicho conjunto de nivel se le conoce, en economia, como curvas
de indiferencia.

Definicién 1.7 (Utilidad marginal). La utilidad marginal de un bien
mide el cambio en la utilidad del consumidor ante un cambio marginal en dicho
bien.

Teorema 1.1: Diferencial total

Dada una funcién de utilidad u : R? — R, el diferencial de u evaluado
en el punto (zo, yo) es:

ou ou
Au(zo,yo) = Az—(z0,y0) + Ay——(z0,%0),
ox oy

donde Az =1 — 20y Ay = y1 — yo.
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Definicién 1.8 (Tasa marginal de sustitucién). La tasa marginal de
sustitucion TMS(z,y) mide el mimero de unidades del bien'Y™ que el con-
sumidor estd dispuesto a sacrificar con tal de obtener una unidad adicional del
bien X y mantener su utilidad constante y se definie como:

umg,, (z,y)

TMS(z,y) = .
@) umg, (2, y)

Definicion 1.9 (Transformacién monétona). Una funcion w es una
transformacion mdnotona de w si'y solo si existe una funcion g(-) es-
trictamente creciente tal que:

w(X) = g(u(X)).
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1.1. Propiedades de la funcién de utilidad

Monotonia

Definicién 1.10 (Monotonia débil). Una funcion de utilidad w : R:L_ —
R es débilmente mondtona si para cualesquiera X # Y € R}, tales que
x; <y, Vi € {1,2,...,n}, setiene u(X) < u(Y).

Definicién 1.11 (Monotonia estricta). Una funcion de utilidad u
RY — Resestrictamente mondtona si para cualesquiera X #Y € R7,
tales que x; < y;, Vi € {1,2,...,n}, setiene u(X) < u(Y).

Cuasiconcavidad

Definicién 1.12 (Cuasiconcavidad débil). Una funcion de utilidad w :
R? — R es débilmente cuasiconcava si para cualesquiera X # Y €
R}, tales que u(X) = u(Y), se tiene:

u(aX + (1 - a)Y) > u(X),

para toda o € (0, 1).

Definicién 1.13 (Cuasiconcavidad estricta). Una funcion de utilidad
u : R? — R es estrictamente cuasicéncava si para cualesquiera
X #Y € RY, tales que uw(X) = u(Y'), se tiene:

uwaX + (1 —a)Y) > u(X),

para toda o € (0, 1).

Homoteticidad

Definicién 1.14 (Homoteticidad). Una funcion de utilidad w : Rﬁ — R
es homotética si para cualesquiera X, Y € R7, tales que u(X) < u(Y),
se tiene:

u(AX) < u(AY),
para toda X > 0.

Teorema 1.2

Dada una funcién de utilidad diferenciable con preferencias monéto-
nas y homotéticas, se cumple:

TMS(Az;, Ax;) = TMS(z;, x;),

paratodaz € R, i # jy A > 0.
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2. Demanda marshaliana

max

Ly Tn)
{z1,....,¢n ’

u(x, ..

n
sujeto a Zpiﬂ?i <I,
i=1
0 <,

0<xn,.

Soluciones del modelo

Dada una funcién de utilidad u : R2 — Ry al suponer que, en el 6ptimo,
pzx™ 4 pyy™ = I, entonces:

- Siz*,y* > 0, en el 6ptimo: TMS(z*,y*) = %
Yy
I
- Siz* =0, en el 6ptimo: TMS (0, —) < Pz
Py Dy
. L 1 Pz
- Siy* =0, enel 6ptimo: TMS [ —,0 ) > —.
Pz Py

Definicién 2.1 (Demandas marshalianas). A la solucion dptima del pro-
blema marshaliano (X*) se les conoce como demandas marshalianas y
usualmente se denotan:

xp = XM(P,T).

Definicién 2.2 (Funcién de utilidad indirecta). Lafuncién de utilidad
indirecta, denotada V (P, I), es la funcion valor del problema marshaliano:

V(P,I) =uw(XM(P,I),..., XM(P,I)).

Teorema 2.1: Ley de Walrds

Sea u : R?” — R una funcién de utilidad mondétona, entonces, en la
solucion éptima (X*), se cumple:

Teorema 2.2: Condiciones de Inada

Seaw : ]Ri — R una funcién de utilidad monétona y diferenciable.
(1) lim TMS(z,y) = c0 = z* > 0,
z—0

(@) lim TMS(z,y) =0 = y* > 0.
y—0
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Teorema 2.3: Teorema de unicidad
Seaw : ]Ri — R una funcién estrictamente cuasicéncava, entonces la
solucion al problema marshaliano es unica.

Lema 2.1: Identidades de Roy

Sea V (P, I) diferenciable, entonces:

oV
XiM:fgf‘”}, Vi=1,...,n.
a1

2.1.

(1) Homogénea de grado cero en precios e ingreso, i.e. V(AP,AI) =
V(P I).

() No-creciente ante aumentos en precios,

ov (P, I)<0.
Op;

() No-decreciente ante aumentos en ingreso,

ov
ie. —(P,I) > 0.
o1

Propiedades de la funcién de utilidad indirecta

i.e.

2.2. Propiedades de las demandas marshalianas

(1) Homogéneas de grado cero en precios e ingreso, i.e. XM (AP, \I) =
XM(PI).
(1) Se cumplen las identidades de Roy.

2.3. Estdtica comparativa

Definicion 2.8 (Elasticidad). Dado un pardmetro P € {p1, ..
la elasticidad del bien X respecto al pardmetro P se define como:

~7pn7[}:

e oxM p
s Pn, )_ oP W

ex,p(p1,...
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Elasticidad precio propio
Se dice que el bien X es:

(1) ordinario si €x,; p, < 0.
() ineldstico si €x,; p, = 0.
() de Giffensiex, ,, > 0.

Elasticidad precio cruzado
Se dice que el bien X es:

(1) complemento de X si €, py < 0.

() independiente de X; si € x =0.

i\Pj
(1) sustituto de X; si €x, Py > 0.

Elasticidad ingreso

Se dice que el bien X es:

(1) inferiorsi€x 7 < 0.
() neutrosi €x 5 =0.
() normalsi €x 5 > 0.

2.4. Agregaciones del problema marshaliano

Definicion 2.4 (Gasto del consumidor). Sea u : R? — Runa Juncion
mondtona, el gasto de un consumidor en el bien X se define como:

5 = b
1 I .

Teorema 2.4: Agregacion de Engel

Seaw : Ri — R una funcién de utilidad mondétona, entonces:
n
E Sismi,l =1.
i=1

Teorema 2.5: Agregacion de Cournot

Seau : R} — Runa funcion de utilidad mondétona, entonces:
n
§ Si€z;,py = —51.
i=1

Teorema 2.6: Agregacion de Euler

Seaw : R — R una funcién de utilidad, se cample:

n
€z, + Z €x1,p; = 0.
i=1
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3. Demanda compensada

{z1,....zn

n
min E Pi;
i

sujetoa 4 < u(x1,...,%Tn),

0< 2,

0< xp.

Definicién 3.1 (Curvas de isogasto). Una curva de isogasto nivel k
se define como aquellas canastas que, con precios dados, representan el mismo
gasto.

IG, = {(%1,...,zn) | P121+ - + DPn2n = k}.

Soluciones del modelo

Dada una funcién de utilidad u : R? — Ry al suponer que, en el 6ptimo,
u(m, y) = U, entonces:

- Siz*,y* > 0, en el 6ptimo: TMS(z*,y*) = bz
by
- Siz* =0, en el 6ptimo: TMS (0,y*) < bz
Py

- Siy* =0, en el 6ptimo: TMS (z*,0) > Pz
Py

Definicién 8.2 (Demandas compensadas). A la solucién dptima del pro-
blema compensado (X *) se les conoce como demandas compensadas o de-
mandas hicksianas y usualmente se denotan:
zr = XE(P,a).

7

Definicién 3.3 (Funcion de gasto minimo). La funcion de gasto mi-
nimo, denotada E (P, @), es la funcion valor del problema compensado:

n
E(Pu) =) pX{.
1=1

Teorema 3.1: Ley de la demanda compensada

Cualquier demanda compensada es no-creciente en su propio precio

y no-decreciente en el precio cruzado.

oxXg oxXg
< 0;

Op; — Op;

>0, Vi#j.

i.e.
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Lema 3.1: Lema de Shephard

E
szg_,
i

Vi=1,...,n.

3.1. Propiedades de la funcion de gasto minimo

(1) Homogénea de grado uno en precios,
i.e. E(AP,u) = \E(P, ).
(1) No-decreciente ante aumentos en utilidad,
OF
i.e. —(P,u) > 0.
ou

() No-decreciente ante aumentos en precios,

OF
(P,@) > 0.
Op;

i.e.

0’E

o7 (PW 0.

(tv) Concava en precios, i.e.

3.2. Propiedades de las demandas compensadas

(1) Homogéneas de grado cero en precios,
ie. XC(\P,u) = XC (P, ).
(i) Se cumple, por obvias razones, la Ley de la demanda compensada.
() Se cumple el Lema de Shephard.
(1v) Existe simetria en efectos cruzados,
axg  oxy

i.e. = .
Opj Op;

3.3. Dualidad

A las relaciones entre los modelos marshaliano y compensado se les conoce
como relaciones de dualidad.

0 E(P, V(P,I) =1
) XE(P, V(P,I)) = XM(P, ).
() V(P, E(P,u)) = a.

w) XM (P, E(P,n)) = XF(P,q).

W p¥ = <u§>71~

Proposicion 3.1

Sea u(X) una funcién de utilidad homotética y monétona, entonces
T1,...,Tn € X son bienes normales.
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Teorema 3.2: Ecuacion de Slutsky
Sea 1 una funcién de utilidad mondétona, entonces:

Efecto total Efecto sustitucion

oxM 1 9xC
—(PI) = ——(Pu)
Opi Op;
oxM
- e xMeD,
: Efecto ingreso !
y
Efecto total Efecto sustitucion
XM 8x¢
— (P7 I) = . (P7 ﬂ)
Op; Op;
oxXM
- PO XF(PD)

L 1
Efecto ingreso

para toda i # j. En términos de elasticidades:

0 Exm, =€xc, — Si(exm 1) (efecto directo);
k3 k2 k2

) exm p; —EXCp; ~ S;(€xm 1) (efecto cruzado).
i i i

\Pj

DeﬁniciénA3.4 (Efecto sustitucién). Dado algiin cambio en los precios
(i.e. P # P), el efecto sustitucion se puede calcular, de forma algebraica,

como sigue: .
ES = XY(P, V(P,I)) — XM(P, ).

Definicién 3.5 (Efecto ingreso). Dado algiin cambio en los precios (i.e.
P # P), el efecto ingreso se puede calcular, de forma algebraica, como sigue:

El= XM (P 1) - X (P, V(P,1)).

Teorema 3.3

Entre las demandas marshaliana y compensada se mantiene la siguien-
te relacion:
oxM

BXC
51 ( ) ) R

e
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4. Medidas de bienestar

Definicién 4.1 (Variacién compensatoria). La variacién compensa-
toria mide el cambio en el ingreso que un consumidor deberia recibir ante un
cambio en precios para que, con los precios finales, sea capaz de alcanzar el
mismo nivel de utilidad inicial.

ie. VC(P,PI)=E(P V(PI)—1I.

Definicién 4.2 (Variacion equivalente). La variacién equivalente mi-
de el cambio en el ingreso que un consumidor deberia recibir ante un cambio
en precios para que, con los precios iniciales, sea capaz de alcanzar el nivel de
utilidad final.

ie. VE(P,PI)=EP V(PI)—1I.

Teorema 4.1: Teorema de Hicks

piV o
VC = /p(m X (P, uo)dp;

i

(0)
Py

VE = / XE(P,u1)dp;
p(1>

i

donde u; = V(p;, I).

Definicién 4.3 (Excendente del consumidor). El excedente del con-
sumidor es la diferencia entre el precio que pagan los consumidores y el precio
que estdn dispuestos a pagar.

[eo]
ie. EC(P,I):/ XM (P, Idp;.
Pi

Asimismo, podemos definir el cambio en excendente del consumidor como sigue:

o
AEC = /p o X Dy

Carlos Lezama Economia 3 - Formulario Pdgina 5



5. Demanda walrasiana

méx _ u(x1,...,%Tn)
{z1,..,zn}
n n
sujeto a Zpixi < Zpi:ii,
i=1 i=1
0< 21,
0<xn,.

Definicién 5.1 (Ingreso walrasiano). Definimos el ingreso walrasiano
como sigue:

n
W = <P,X> = Zplfl
i=1

Soluciones del modelo

Dada una funcién de utilidad u : R? — Ry al suponer que, en el éptimo,
Pz + pyy™ = pxT + py¥, entonces:

- Siz*,y* > 0, en el 6ptimo: TMS(z*,y*) = &.
Py
IW
- Siz* =0, en el 6ptimo: TMS (O, —) < Pz
Py Py
cow L T IW Pz
- Siy* =0, enel 6ptimo: TMS | —,0 ) > —
Pz Py

Definicién 5.2 (Demandas walrasianas). A la solucion dptima del proble-
ma walrasiano (X*) se les conoce como demandas walrasianas y usual-
mente se denotan:
* _ yW %
zy =X (P, X).

Definicion 5.8 (Funcién de utilidad indirecta walrgsiana). La funcién
de utilidad indirecta walrasiana, denotada V (P, X), es la funcion valor
del problema walrasiano:

V(P,X) =uwX (P, X),..., XV(P, X)).

Definicién 5.4 (Demandas netas). Las demandas netas se definen como:
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5.1.

Propiedades de la funcién de utilidad indirecta walra-
siana

(1) Homogénea de grado cero en precios,
ie. VWP, X) = VW (P, X).
(1) No-decreciente ante aumentos en la dotacion,
ovw
oz
() Elsigno de impacto en precios de la utilidad indirecta depende del signo
de la demanda neta,

ov _
o, = kR X (P,
T

ie. > 0.

i.e.

5.2. Propiedades de las demandas walrasianas

(1) Homogéneas de grado cero en precios,
ie. XW(OP,X) =XV (P, X).

(1) Se cumplen las identidades de Roy,

ovW
ie. XN = aa‘f’;v P, Vi=1,...,n.
oT;

5.3. Dualidad

Alas relaciones entre los modelos marshaliano y walrasiano se les conoce co-
mo relaciones de dualidad.

o IV =1
) X (P,X)=XM(PI).
m) VW(P,X)=V(PI).

Teorema 5.1: Ecuacién de Slutsky
Sea u una funcion de utilidad mondétona, entonces:

Efecto total Efecto sustitucion

oxy . 9x¢
7Z(P7 X) = - (Py’a)
Op; Op;
oxM -
- D XT(PX),
: Efecto ingreso neto :
y
Efecto total Efecto sustitucion
OxXW - 0xX¢
—(P,X) = ——(Pu)
Op; Op;
oxM Noo o
- 1) XN, X
S () X (P )

L 1
Efecto ingreso neto

para toda ¢ # j.
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5.4. Parametros de decision
Demandas netas
(1) SiX ZN < 0, entonces el consumidor vende x;.
m) SiX ZN = 0, entonces el consumidor consume su dotacién de x;.

() Si XZN > 0, entonces el consumidor compra ;.

Dotaciones
(1) Si TMS(z;,x;) < Pi/p;, entonces el consumidor vende x; y compra
s Lj j y P
CEj.
() Si TMS(Z;,Z;) > Pi/p;, entonces el consumidor compra x; y vende
RV} 7 p }
;.
J

Cambios en utilidad

ov
) Si
Opi

ov
Si
() Si o

< 0, entonces el consumidor vende x;.

> 0, entonces el consumidor compra ;.
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6. Modelo ocio-consumo 6.1. Dualidad

En el modelo ocio-consumo se cumplen las siguientes relaciéon de dualidad:

méx u(h, c)

{h,c} 0 AW (w, INV) = BM (w, INV 4 wT),
sujetoa ¢ <INV 4+ w(T — h), ) M (w, INY) = M (w, IN + wT).
h<T,
0<h,ec. Teorema 6.1: Ecuacién de Slutsky
h Tiempo dedicado al ocio Sea u(h, ¢) una funcién de utilidad mondtona, entonces:
c Consumo
T Tiempo total Efecto total Efecto sustitucion
w Salario oOnW (w0, V) = onc (w, )
INL Ingreso no-laboral Sw ’ T ow
8}7‘1\/1 NL NL
Solucién al modelo + ol (w, I+ wT) Yw, I),
Dada la funcién de utilidad u(h, c) y al suponer que, en el éptimo, ¢ = Efecto ingreso neto
INL — haw, entonces: y
- Si h*,cx > 0, en el 6ptimo: T]\{S(h’"7 C*) = w. Efecto total Efecto sustitucion
oW acC
—(w, M) = T (w, @)
ow ow
Definicion 6.1 (Demanda de consumo). La demanda de consumo es ocM NL NL
una de las soluciones al modelo ocio-consumo y se denota: + ol (w, I+ wT) U(w, 1) .
CW (’LU, IN[‘). : Efecto ingreso neto :

Definicion 6.2 (Demanda de ocio). La demanda de ocio es una de las
soluciones al modelo ocio-consumo y se denota:

Y (w, INE).

Definicién 6.3 (Oferta laboral). La oferta laboral del consumidor estd
determinada por:

l(w, INE)y =T — bW (w, IVT).

Definicion 6.4 (Salario de reserva). El salario de reserva del consumi-
dor estd dado por: )
wl = TMS(T, INY),

Carlos Lezama Economia 8 - Formulario

6.2. Pardametros de decision
Salario de reserva

(1) Siw’ < w, entonces el consumidor decidira trabajar.

() Siw’ > w, entonces el consumidor demandard T" horas al ocio.

Cambios en utilidad

ov

(1) Si 5w = pgrl < 0, entonces el consumidor tendrd mayor afinidad al
w
trabajo.
(m) Si 5w = pgrl > 0, entonces el consumidor tendrd mayor afinidad al
w
ocio.
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7. Modelo de consumo intertemporal

max _ u(co,...,¢n)
{co,---scn
n—1
sujetoa ¢y < (Z(l +re) (I — ct)> + In,
t=0
0 < co,
0<cn.

¢t  Consumo en el periodo ¢
It Ingreso en el periodo ¢
r¢  Tasa de interés en el periodo ¢

Solucion al modelo

Dada la funcién de utilidad  : R? — R y al suponer que, en el 6ptimo,
c1 =11 + (1 +ro)(Io — co), entonces:

- Sicg, c1* > 0, en el 6ptimo: TMS(c§, ¢i) = 1 + 7o.

Definicién 7.1 (Demanda de consumo en periodo t). Las demandas
de consumo son las soluciones al modelo de consumo intertemporal 'y se deno-
tan:

ct(ro, ...y rn—1;10,.. ., In).

Definicién 7.2 (Ahorro). El ahorro del consumidor en periodo t estd de-
terminado por:
st = It — ct.

Definicién 7.8. Definimos 7+ como la tasa de interés tal que el consumidor
no quiere ahorrar ni pedir prestado en el periodo t:

it = TMS(It, Iy 1).
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Teorema 7.1: Ecuacion de Slutsky

Sea u una funcion de utilidad monétona, entonces:

Efecto total Efecto sustitucion
o
Ct c. _
(R,I) = —*(Ra)
ort ar
dcM
+ L (R, 1) st(R, 1),
art
L I
Efecto ingreso neto
y
Efecto total Efecto sustitucion
1
C
Ocri1 dc
ZHLR ) = —L(R,w)
or¢ ors
M
Jcpyy

+ (R, 1) se(R, ).
87‘15

L 1
Efecto ingreso neto

7.1. Pardmetros de decision
Ahorro

(1) Sis¢ < 0, entonces el consumidor es deudor en periodo t.
() Si s; = 0, entonces el consumidor no ahorra ni pide prestado.
() Si s¢ > 0, entonces el consumidor es ahorrador en periodo ¢.
Tasa de interés
(1) Si7 < r, entonces el consumidor decidird endeudarse en periodo t.

(i) Si7 > 7, entonces el consumidor decidird ahorrar en periodo t.

Cambios en utilidad

ov .
(1) Si e = puprst < 0, entonces el consumidor tendrd mayor afinidad a
Tt
endeudarse.
.oV . ) .
() Si I = prst > 0, entonces el consumidor tendrd mayor afinidad a
Tt
ahorrar.

Economia 8 - Formulario
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8. Decisiones de la empresa

Definicién 8.1 (Funcién de produccién). La funcién de produccion
describe la relacion entre la produccion de bienes vy la cantidad de insumos (ca-
pital y trabajo) requeridos para la misma, en este caso:

f:R? 5 R dada por alguna  f(1, k).

Definicién 8.2 (Isocuanta). Una curva isocuanta nivel k se define como
aquellas canastas que, con precios dados, producen la misma cantidad g.

IC, = {(L, k) € B3, | F(L.K) = q).

Definicién 8.3 (Producto marginal). La productividad marginal de
un insumo mide el cambio en la produccion de la empresa ante un cambio mar-
ginal en dicho insumo.

o
(1K) y PMeg = 2L 0.k,

of
ie. PMg; = —
ie g5 ok

ol

Definicién 8.4 (Tasa marginal de sustitucion técnica). La tasa mar-
ginal de sustitucion técnica TMST (I, k) mide el nimero de unidades de
capital que se estd dispuesto a sacrificar por una unidad adicional de trabajo
manteniendo la produccion constante.

PMg; (1, k)

i.c. TMST(I, k) = PN (R
K\

Definicién 8.5 (Producto medio). La productividad media de un in-
sumo mide la cantidad promedio que produce cada unidad de dicho insumo.

e PMe = Ty pyge = I8,

Carlos Lezama

Teorema 8.1: Rendimientos decrecientes

Decimos que f(l,k) tiene rendimientos decrecientes a escala si
FOLXE) < Mf(l, k), VI,E>0yVA> 1.

Teorema 8.2: Rendimientos constantes

Decimos que f(l,k) tiene rendimientos constantes a escala si
FOULN) = Af(L k), VI, k> 0yVYA> 1.

Teorema 8.3: Rendimientos crecientes

Decimos que f(l,k) tiene rendimientos crecientes a escala si
FOULN) > Af(L k), VI, k> 0yVA> 1.

Economia 8 - Formulario

Proposicion 8.1

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos decrecientes a escala si 'y solo
si la productividad media de los insumos es decreciente.

Proposicién 8.2

Decimos que f(I, k) tiene rendimientos constantes a escala si y solo si
la productividad media de los insumos es constante.

Proposicion 8.3

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos crecientes a escala si y solo si
la productividad media de los insumos es creciente.

Pdgina 9



8.1. Minimizacion de costos 8.1.1. Propiedades de la funcién de costo minimo Relacion entre el costo marginal y el costo medio
) (1) Homogénea de grado uno en precios, (1) Si CMg < CMe, entonces 8Cl\7/Ie (w,r,q) < 0.
min wl 4 rk i.e. CQw, Ar, ) = AC(w, T, q). oq

’

. aC . ~ 0CMe _
sujetoa 0 < 1, () Creciente ante aumentos en cantidad, i.e. — > 0. (1) Si CMg = CMe, entonces — (w,7,q) = 0.
0<k, . o HCMe
a< f(k). (1) No—%egrememeggle aumentos en precios, () Si CMg > CMe, entonces T (w, 7, q) > 0.
e 520y S >0,
f(,k)  Funcién de produccion . ,T
o (tv) Coéncava en precios, .
k Capital 9 5 Corolario 8.1
. . 0°C 0°C
l Trabajo ie. <0y — <0. .
q Oferta minima Ow? or? Sea f una funcién de producciony § = f(I, k), entonces:
r Tasa de interés (precio del capital) w r
w Salario (precio del trabajo) 8.1.2. Propiedades de las demandas contingentes de insumos CMe(w,r,q) =

PMer (16, k) T

PMeg (1€, ke)
() Homogéneas de grado cero en precios,
ie. 15w, A, @) = 1°(w, 7,0) y k*(w, r, @) = k€ (w, 7, ).

Dada una funcién de produccién f(I,k) y al suponer que, en el 6ptimo, () Se cumple la ley de la demanda contingente.
f(*, k*) = g, entonces:

Soluciones del modelo

() Se cumple el lema de Shephard.
- Sil*,k* > 0, en el 6ptimo: TMST(I*, k*) = —. ) ol _ Ok*

or ow’

Existe simetria en efectos cruzados, i.e.

<

- Sil* =0, en el 6ptimo: TMST (0, k*) <

- Sik* =0, en el 6ptimo: TMST (I*,0) > Definicion 8.8 (Costo marginal). El costo marginal mide el cambio en

SERIE

Definicién 8.6 (Demandas contingentes). A la solucion éptima del pro-
blema de minimizacidn de costos (I*, k*) se les conoce como demandas con-
tingentes de insumos y usualmente se denotan:

r=1w,rq k' =k%w,mnq)

Definicién 8.7 (Funcién de costo minimo). La funcién de costo mi-
nimo, denotada C(w,r,q), es la funcion valor del problema minimizacion
de costos:

C(w,r,q) = wl(w,r,q) + rk(w, 7, q).

Teorema 8.4: Ley de la demanda contingente

Sean 1¢(w,r, q) y k¢(w,r, ), entonces cada insumo es no-creciente
ante cambios en su propio precio y no-decreciente ante cambios en el
precio cruzado.

ol¢ oke ole ok¢

< 0? < 0; - b
ow — or — or ow

i.e.

Lema 8.1: Lema de Shephard

oC(w,r,q)
ow

9C(w, 1, q)

1°(w,r,q) = o

E(w,r,q) =

Carlos Lezama

los costos ante un cambio marginal en la produccion.

i.e. CMg(w,r,q) = w
q

Definicion 8.9 (Costo medio). El costo medio mide los costos promedio
de producir cada unidad.

i.e. CMe(w,r,q) = M

Proposicion 8.4

Decimos que f(I, k) tiene rendimientos decrecientes a escala si y solo
si el costo medio es creciente.

Proposicion 8.5

Decimos que f(I, k) tiene rendimientos constantes a escala si y solo si
el costo medio es constante.

Proposicion 8.6

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos crecientes a escala si y solo si
el costo medio es decreciente.

Economia 8 - Formulario
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8.2. Maximizacién de beneficios
méx pqg — C(w,r,q)
{a}
sujetoa 0 < gq.
C(w,r,q)  Funcién de costo minimo
P Precio de mercado
q Oferta

Solucién del modelo

Dada una funcién de costo minimo C(w, r, g), entonces:

- Sig* =0, en el 6ptimo: p < CMg(w, 7, 0).
- Sig* >0, en el 6ptimo: p = CMg(w, r, ¢*).

Definicién 8.10 (Oferta). A la solucion dptima del problema de maximi-
zacion de beneficios (g*) se le conoce como oferta y se denota:

*

q* = q(w,r,p).

Definicién 8.11 (Funcién de beneficios maximos). La funcion de be-
neficios mdximos, denotada 7w(w, r, p), es la funcion valor del problema de
maximizacion de beneficios:

71'(11), Ty p) = pq(w7 T»p) - C(’LU, T q(wa Ty p))

Pardmetros de decisién

Para que ¢* produzca un mdximo, se debe cumplir que

9CMg(w,q) 0
—— 20

Es decir, que el 6ptimo (g*) se encuentre donde el costo marginal es crecien-
te. Adicionalmente:

(1) Sip < CMeV(w,r,q*), entonces los beneficios de NO producir son
mayores que los de producir.

() Sip = CMeV(w,r,qg*), entonces a la empresa le da lo mismo producir

o no.

Sip > CMeV(w, r, ¢*), entonces los beneficios de producir son mayores

que los de no producir.

(1)

Nota: CMey = S @) = Cwir,0),
q*

Carlos Lezama

Proposicion 8.7

Sea ¢® la escala de produccion eficiente tal que 0 < ¢* < ¢®, donde
q* es una solucion del problema de maximizacion. Entonces, ¢* no es
6ptimo.

Proposicion 8.8

Si la funcién de produccién tiene rendimientos crecientes a escala, en-
tonces ¢* = 06 ¢* — oo.

Teorema 8.5: Ley de la oferta

Sea q(w, r, p) derivable, entonces la oferta es no-decreciente en el pre-
cio de venta.

ie. @(w,r,p) > 0.
Op

8.2.1.

Propiedades de la funcién de beneficios maximos

() Homogénea de grado uno en precios,
i.e. m(Aw, Ar, Ap) = Aw(w, r, p).

o
() No-decreciente en el precio de venta, i.e. ™ > 0.
P

on on
() No-creciente en los precios de insumos, i.e. — <0y — < 0.

ow or —

8.2.2. Propiedades de la oferta
(1) Homogénea de grado cero en precios,
i.e. gOw, Ar, Ap) = q(w, 7, p).
() Se cumple, por obvias razones, la Ley de la oferta.

() El signo de impacto en precios de insumos depende de las demandas
contingentesde la siguiente forma:
_0l° 0q

o _oros  og ok
dq Op or

~ 0q op

ow

Definicion 8.12 (Demandas inducidas). Las demandas inducidas de
insumos determinan la cantidad de capital y trabajo que demanda la empresa
para cada nivel de w, v y p. Se denotan:

l(w,r,p) = 1°(w, r, q(w, r,p));
k(w,r,p) = k°(w, r, q(w, r, p)).

Economia 8 - Formulario

8.2.8. Propiedades de las demandas inducidas de insumos
(1) Homogéneas de grado cero en precios,
ie. l(Aw, Ar, Ap) = l(w, r, p), y k(Aw, Ar, Ap) = k(w, 7, p).
(1) No-crecientes ante cambios en los precios de insumos,

ie. — <0y — <0.
e ow ~ yﬁr_

() El signo de impacto en el precio de venta depende de las demandas con-
tingentesde la siguiente forma:

o _oroq ook o
op  0q dp dp  9q 9
Lema 8.2: Lema de Hotelling
o _ o« >0
op =q Z
Corolario 8.2
1%} 1%}
£ = fl(w,r,p) (97:- = 7]6‘(’(1),7’,[))

Definicién 8.13 (Excedente del productor). El excedente del produc-
tor representa la diferencia entre el precio al que el productor vende y su dis-
posicion para vender una determinada cantidad y la definimos como sigue:
P1
EP = m(wi,r1,p1) — m(w1,7m1,p0) = / q(w, 7, p)dp
Po

w1

= m(w1,71,p1) — 7(wo, r1,p1) :—/ l(w,r,p)dw
wo
1

= n(w1,71,p1) — 7(wi,r0,p1) =—/ k(w,r,p)dr
T
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Teorema 8.6: Ecuacion de Slutsky

Sea u una funcion de utilidad mondétona, entonces:

Efecto total Efecto sustitucion
ol L
— (w, T, = —(w,r,
5 (W7 P) o (WD)
ale 2
- - \w, T, w, T, )
(5 wra) w.np)
Efecto producto
Efecto total Efecto sustitucion
Ok L oke
— (w, 7, = w, T,
oy (W7 P) 5y (Wi @)
ke 2 9q
- w77‘7 a_ w7 r7 K
( o ( ‘1)) ap( P)
Efecto producto
Efecto total Efecto sustitucion
Ial 1 Ialc 1
- \w, T, = —w, 7,
5y (WD) oy (W)
ol ok® dq
- - \w, 7, - \w, T, - \w, 7,
Bq( ) o4 ( Q)ap( p)
Efecto producto
y
Efecto total Efecto sustitucion
Ok ok
— (w, 7, = —(w,r,
5 (W7 P) o (W27 D)
k¢ ol 0q
- w, T, -\, T, - (w, 7,
o (w,m,q) Bq( q)ap( P)

Efecto producto
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