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Método KuhnTucker

Consideramos un problema de maximización o minimización de una fun-
ción f : Rn×Rq → R que depende den variables de decisión y q parámetros,
y está sujeta a:

· k restricciones de igualdad hi : Rn × Rq → R, y

· m restricciones de desigualdad gj : Rn × Rq → R

Maximización

máx
{x1,...,xn}

f(x1, . . . , xn; p1, . . . , pq)

sujeto a hi(x1, . . . , xn; p1, . . . , pq) = 0,

∀i = 1, . . . , k;

gj(x1, . . . , xn; p1, . . . , pq) ≥ 0,

∀j = 1, . . . ,m.

Lagrangeano del problema:

L(x1, . . . , xn; p1, . . . , pq ;λ1, . . . , λk;µ1, . . . , µm) =

f(x1, . . . , pq) +
k∑

i=1

λihi(x1, . . . , pq) +
m∑

j=1

µjgj(x1, . . . , pq)

Minimización

mín
{x1,...,xn}

f(x1, . . . , xn; p1, . . . , pq)

sujeto a hi(x1, . . . , xn; p1, . . . , pq) = 0,

∀i = 1, . . . , k,

gj(x1, . . . , xn; p1, . . . , pq) ≥ 0,

∀j = 1, . . . ,m.

Lagrangeano del problema:

L(x1, . . . , xn; p1, . . . , pq ;λ1, . . . , λk;µ1, . . . , µm) =

f(x1, . . . , pq)−
k∑

i=1

λihi(x1, . . . , pq)−
m∑

j=1

µjgj(x1, . . . , pq)

Condiciones de primer orden

·
∂L
∂xl

(x∗
1, . . . , x

∗
n; p1, . . . , pq ;λ

∗
1, . . . , µ

∗
m) = 0.

·
∂L
∂λi

(x∗
1, . . . , x

∗
n; p1, . . . , pq ;λ

∗
1, . . . , µ

∗
m) = 0.

Condiciones de Holgura
· Maximización:

∂L
∂µj

(x∗
1, . . . , x

∗
n; p1, . . . , pq ;λ

∗
1, . . . , µ

∗
m) ≥ 0;

µ∗
j ≥ 0;

µ∗
jhj(x

∗
1, . . . , x

∗
n; p1, . . . , pq ;λ

∗
1, . . . , µ

∗
m) = 0.

· Minimización:
∂L
∂µj

(x∗
1, . . . , x

∗
n; p1, . . . , pq ;λ

∗
1, . . . , µ

∗
m) ≤ 0;

µ∗
j ≥ 0;

µ∗
jhj(x

∗
1, . . . , x

∗
n; p1, . . . , pq ;λ

∗
1, . . . , µ

∗
m) = 0.

Teorema 0.1: Teorema de la Envolvente

Sean V y L continuamente diferenciables y (x∗, λ∗, µ∗) la solución
de algún problema de optimización con parámetros (p1, . . . , pq), en-
tonces:

∂V

∂pi
(p1, . . . , pq) =

∂L∗

∂pi
.
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1. Función de utilidad

De�nición 1.1 (Completitud). Sean cualesquiera a, b ∈ A, decimos que
el consumidor tiene preferencias completas si es capaz de decir si pre�ere a
sobre b, b sobre a, o es indiferente.

De�nición 1.2 (Transitividad). Sea R una relación homogénea sobre el
conjuntoX , decimos que el consumidor tiene preferencias transitivas si para
cualesquiera a, b, c ∈ X tales que aRb y bRc, entonces aRc.

De�nición 1.3 (Racionalidad). Decimos que las preferencias del consumi-
dor son racionales si son completas y transitivas.

De�nición 1.4 (Canasta). Una canasta es un vector (a1, . . . , an) ∈ Rn
+

que representa el consumo de los bienes x1, . . . , xn.

De�nición 1.5 (Función de utilidad). Sea una función u : Rn
+ → R,

esta representa la utilidad de un consumidor si, para para cualquier par de al-
ternativas (x1, . . . , xn), (x′

1, . . . , x
′
n) ∈ Rn

+, se tiene u(x1, . . . , xn) <
u(x′

1, . . . , x
′
n) si y solo si el consumidor pre�ere la canasta (x

′
1, . . . , x

′
n)

sobre la canasta (x1, . . . , xn).

De�nición 1.6 (Curvas de indiferencia). Dada una función de utilidad
u : H → R y k ∈ R, el conjunto de nivel k se de�ne como:

Ck = {x ∈ H | u(x) = k}.

SiH = R2, a dicho conjunto de nivel se le conoce, en economía, como curvas
de indiferencia.

De�nición 1.7 (Utilidad marginal). La utilidad marginal de un bien
mide el cambio en la utilidad del consumidor ante un cambio marginal en dicho
bien.

Teorema 1.1: Diferencial total

Dada una función de utilidad u : R2 → R, el diferencial de u evaluado
en el punto (x0, y0) es:

∆u(x0, y0) = ∆x
∂u

∂x
(x0, y0) + ∆y

∂u

∂y
(x0, y0),

donde∆x = x1 − x0 y∆y = y1 − y0.

De�nición 1.8 (Tasa marginal de sustitución). La tasa marginal de
sustitución TMS(x, y) mide el número de unidades del bien Y que el con-
sumidor está dispuesto a sacri�car con tal de obtener una unidad adicional del
bienX y mantener su utilidad constante y se de�nie como:

TMS(x, y) =
umgx(x, y)
umgy(x, y)

.

De�nición 1.9 (Transformación monótona). Una función w es una
transformación mónotona de u si y solo si existe una función g(·) es-
trictamente creciente tal que:

w(X) = g(u(X)).

1.1. Propiedades de la función de utilidad
Monotonía

De�nición 1.10 (Monotonía débil). Una función de utilidad u : Rn
+ →

R es débilmente monótona si para cualesquieraX 6= Y ∈ Rn
+, tales que

xi < yi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, se tiene u(X) < u(Y ).

De�nición 1.11 (Monotonía estricta). Una función de utilidad u :
Rn
+ → R es estrictamente monótona si para cualesquieraX 6= Y ∈ Rn

+,
tales que xi ≤ yi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, se tiene u(X) < u(Y ).

Cuasiconcavidad

De�nición 1.12 (Cuasiconcavidad débil). Una función de utilidad u :
Rn
+ → R es débilmente cuasicóncava si para cualesquiera X 6= Y ∈

Rn
+, tales que u(X) = u(Y ), se tiene:

u(αX + (1− α)Y ) ≥ u(X),

para toda α ∈ (0, 1).

De�nición 1.13 (Cuasiconcavidad estricta). Una función de utilidad
u : Rn

+ → R es estrictamente cuasicóncava si para cualesquiera
X 6= Y ∈ Rn

+, tales que u(X) = u(Y ), se tiene:

u(αX + (1− α)Y ) > u(X),

para toda α ∈ (0, 1).

Homoteticidad

De�nición 1.14 (Homoteticidad). Una función de utilidadu : Rn
+ → R

es homotética si para cualesquieraX,Y ∈ Rn
+, tales que u(X) < u(Y ),

se tiene:
u(λX) < u(λY ),

para toda λ > 0.

Teorema 1.2

Dada una función de utilidad diferenciable con preferencias monóto-
nas y homotéticas, se cumple:

TMS(λxi, λxj) = TMS(xi, xj),

para toda x ∈ Rn
+, i 6= j y λ > 0.
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2. Demanda marshaliana

máx
{x1,...,xn}

u(x1, . . . , xn)

sujeto a
n∑

i=1

pixi ≤ I,

0 ≤ x1,

...

0 ≤ xn.

Soluciones del modelo

Dada una función de utilidad u : R2 → R y al suponer que, en el óptimo,
pxx∗ + pyy∗ = I , entonces:

· Si x∗, y∗ > 0, en el óptimo: TMS(x∗, y∗) =
px

py
.

· Si x∗ = 0, en el óptimo: TMS
(
0,

I

py

)
≤

px

py
.

· Si y∗ = 0, en el óptimo: TMS
(

I

px
, 0

)
≥

px

py
.

De�nición 2.1 (Demandas marshalianas). A la solución óptima del pro-
blema marshaliano (X∗) se les conoce como demandas marshalianas y
usualmente se denotan:

x∗
i = XM

i (P, I).

De�nición 2.2 (Función de utilidad indirecta). La función de utilidad
indirecta, denotada V (P, I), es la función valor del problema marshaliano:

V (P, I) = u(XM
1 (P, I), . . . , XM

n (P, I)).

Teorema 2.1: Ley de Walrás

Sea u : Rn
+ → R una función de utilidad monótona, entonces, en la

solución óptima (X∗), se cumple:

p∑
i=1

pix
∗
i = I.

Teorema 2.2: Condiciones de Inada

Sea u : R2
+ → R una función de utilidad monótona y diferenciable.

(i) lím
x→0

TMS(x, y) = ∞ =⇒ x∗ > 0,

(ii) lím
y→0

TMS(x, y) = 0 =⇒ y∗ > 0.

Teorema 2.3: Teorema de unicidad

Sea u : R2
+ → R una función estrictamente cuasicóncava, entonces la

solución al problema marshaliano es única.

Lema 2.1: Identidades de Roy

Sea V (P, I) diferenciable, entonces:

XM
i = −

∂V

∂pi
∂V

∂I

, ∀i = 1, . . . , n.

2.1. Propiedades de la función de utilidad indirecta
(i) Homogénea de grado cero en precios e ingreso, i.e. V (λP, λI) =

V (P, I).

(ii) No-creciente ante aumentos en precios,

i.e.
∂V

∂pi
(P, I) ≤ 0.

(iii) No-decreciente ante aumentos en ingreso,

i.e.
∂V

∂I
(P, I) ≥ 0.

2.2. Propiedades de las demandas marshalianas
(i) Homogéneas de grado cero en precios e ingreso, i.e. XM (λP, λI) =

XM (P, I).

(ii) Se cumplen las identidades de Roy.

2.3. Estática comparativa

De�nición 2.3 (Elasticidad). Dado un parámetro P ∈ {p1, . . . , pn, I},
la elasticidad del bienX respecto al parámetro P se de�ne como:

εX,P (p1, . . . , pn, I) =
∂XM

∂P
·

P

XM
.

Elasticidad precio propio

Se dice que el bienX es:

(i) ordinario si εXi,pi < 0.
(ii) inelástico si εXi,pi = 0.
(iii) de Gi�en si εXi,pi > 0.

Elasticidad precio cruzado

Se dice que el bienXi es:

(i) complemento deXj si εXi,pj < 0.

(ii) independiente deXj si εXi,pj = 0.

(iii) sustituto deXj si εXi,pj > 0.

Elasticidad ingreso

Se dice que el bienX es:

(i) inferior si εX,I < 0.
(ii) neutro si εX,I = 0.
(iii) normal si εX,I > 0.

2.4. Agregaciones del problema marshaliano

De�nición 2.4 (Gasto del consumidor). Sea u : Rn
+ → R una función

monótona, el gasto de un consumidor en el bienX se de�ne como:

Si =
piX

M
i

I
.

Teorema 2.4: Agregación de Engel

Sea u : Rn
+ → R una función de utilidad monótona, entonces:

n∑
i=1

Siεxi,I = 1.

Teorema 2.5: Agregación de Cournot

Sea u : Rn
+ → R una función de utilidad monótona, entonces:

n∑
i=1

Siεxi,p1 = −S1.

Teorema 2.6: Agregación de Euler

Sea u : Rn
+ → R una función de utilidad, se cumple:

εx1,I +

n∑
i=1

εx1,pi = 0.
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3. Demanda compensada

mín
{x1,...,xn}

n∑
i=1

pixi

sujeto a ū ≤ u(x1, . . . , xn),

0 ≤ x1,

...

0 ≤ xn.

De�nición 3.1 (Curvas de isogasto). Una curva de isogasto nivel k
se de�ne como aquellas canastas que, con precios dados, representan el mismo
gasto.

IGk = {(x1, . . . , xn) | p1x1 + · · · + pnxn = k}.

Soluciones del modelo

Dada una función de utilidad u : R2 → R y al suponer que, en el óptimo,
u(x, y) = ū, entonces:

· Si x∗, y∗ > 0, en el óptimo: TMS(x∗, y∗) =
px

py
.

· Si x∗ = 0, en el óptimo: TMS (0, y∗) ≤
px

py
.

· Si y∗ = 0, en el óptimo: TMS (x∗, 0) ≥
px

py
.

De�nición 3.2 (Demandas compensadas). A la solución óptima del pro-
blema compensado (X∗) se les conoce como demandas compensadas o de-
mandas hicksianas y usualmente se denotan:

x∗
i = XC

i (P, ū).

De�nición 3.3 (Función de gasto mínimo). La función de gasto mí-
nimo, denotada E(P, ū), es la función valor del problema compensado:

E(P, ū) =
n∑

i=1

piX
C
i .

Teorema 3.1: Ley de la demanda compensada

Cualquier demanda compensada es no-creciente en su propio precio
y no-decreciente en el precio cruzado.

i.e.
∂XC

i

∂pi
≤ 0;

∂XC
i

∂pj
≥ 0, ∀i 6= j.

Lema 3.1: Lema de Shephard

XC
i =

∂E

∂pi
, ∀i = 1, . . . , n.

3.1. Propiedades de la función de gasto mínimo

(i) Homogénea de grado uno en precios,
i.e. E(λP, ū) = λE(P, ū).

(ii) No-decreciente ante aumentos en utilidad,

i.e.
∂E

∂ū
(P, ū) ≥ 0.

(iii) No-decreciente ante aumentos en precios,

i.e.
∂E

∂pi
(P, ū) ≥ 0.

(iv) Cóncava en precios, i.e.
∂2E

∂p2i
(P, ū) ≤ 0.

3.2. Propiedades de las demandas compensadas

(i) Homogéneas de grado cero en precios,
i.e.XC(λP, ū) = XC(P, ū).

(ii) Se cumple, por obvias razones, la Ley de la demanda compensada.

(iii) Se cumple el Lema de Shephard.

(iv) Existe simetría en efectos cruzados,

i.e.
∂XC

i

∂pj
=

∂XC
j

∂pi
.

3.3. Dualidad

A las relaciones entre los modelos marshaliano y compensado se les conoce
como relaciones de dualidad.

(i) E(P, V (P, I)) = I.

(ii) XC
i (P, V (P, I)) = XM

i (P, I).

(iii) V (P, E(P, ū)) = ū.

(iv) XM
i (P, E(P, ū)) = XC

i (P, ū).

(v) µM
R =

(
µC
R

)−1
.

Proposición 3.1

Sea u(X) una función de utilidad homotética y monótona, entonces
x1, . . . , xn ∈ X son bienes normales.

Teorema 3.2: Ecuación de Slutsky

Sea u una función de utilidad monótona, entonces:

Efecto total

∂XM
i

∂pi
(P, I) =

Efecto sustitución

∂XC
i

∂pi
(P, ū)

−
∂XM

i

∂I
(P, I) XM

i (P, I)

Efecto ingreso

,

y

Efecto total

∂XM
i

∂pj
(P, I) =

Efecto sustitución

∂XC
i

∂pj
(P, ū)

−
∂XM

i

∂I
(P, I) XM

j (P, I)

Efecto ingreso

para toda i 6= j. En términos de elasticidades:

(i) εXM
i ,pi

= εXC
i ,pi

− Si(εXM
i ,I) (efecto directo);

(ii) εXM
i ,pj

= εXC
i ,pj

− Sj(εXM
i ,I) (efecto cruzado).

De�nición 3.4 (Efecto sustitución). Dado algún cambio en los precios
( i.e. P 6= P̂ ), el efecto sustitución se puede calcular, de forma algebraica,
como sigue:

ES = XC(P̂, V (P, I))−XM (P, I).

De�nición 3.5 (Efecto ingreso). Dado algún cambio en los precios ( i.e.
P 6= P̂ ), el efecto ingreso se puede calcular, de forma algebraica, como sigue:

EI = XM (P̂, I)−XC(P̂, V (P, I)).

Teorema 3.3

Entre las demandas marshaliana y compensada se mantiene la siguien-
te relación:

∂XC

∂ū
(P, ū) =

∂XM

∂I
(P, I)µR.
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4. Medidas de bienestar

De�nición 4.1 (Variación compensatoria). La variación compensa-
toria mide el cambio en el ingreso que un consumidor debería recibir ante un
cambio en precios para que, con los precios �nales, sea capaz de alcanzar el
mismo nivel de utilidad inicial.

i.e. VC(P, P̂, I) = E(P̂, V (P, I))− I.

De�nición 4.2 (Variación equivalente). La variación equivalente mi-
de el cambio en el ingreso que un consumidor debería recibir ante un cambio
en precios para que, con los precios iniciales, sea capaz de alcanzar el nivel de
utilidad �nal.

i.e. VE(P, P̂, I) = E(P, V (P̂, I))− I.

Teorema 4.1: Teorema de Hicks

VC =

∫ p
(1)
i

p
(0)
i

XC
i (P, u0)dpi

VE =

∫ p
(0)
i

p
(1)
i

XC
i (P, u1)dpi

donde ui = V (pi, I).

De�nición 4.3 (Excendente del consumidor). El excedente del con-
sumidor es la diferencia entre el precio que pagan los consumidores y el precio
que están dispuestos a pagar.

i.e. EC(P, I) =
∫ ∞

pi

XM
i (P, I)dpi.

Asimismo, podemos de�nir el cambio en excendente del consumidor como sigue:

∆EC =

∫ p
(1)
i

p
(0)
i

XM
i (P, I)dpi.
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5. Demanda walrasiana

máx
{x1,...,xn}

u(x1, . . . , xn)

sujeto a
n∑

i=1

pixi ≤
n∑

i=1

pix̄i,

0 ≤ x1,

...

0 ≤ xn.

De�nición 5.1 (Ingreso walrasiano). De�nimos el ingreso walrasiano
como sigue:

IW = 〈P, X̄〉 =
n∑

i=1

pix̄i.

Soluciones del modelo

Dada una función de utilidad u : R2 → R y al suponer que, en el óptimo,
pxx∗ + pyy∗ = pxx̄+ py ȳ, entonces:

· Si x∗, y∗ > 0, en el óptimo: TMS(x∗, y∗) =
px

py
.

· Si x∗ = 0, en el óptimo: TMS
(
0,

IW

py

)
≤

px

py
.

· Si y∗ = 0, en el óptimo: TMS
(
IW

px
, 0

)
≥

px

py
.

De�nición 5.2 (Demandas walrasianas). A la solución óptima del proble-
ma walrasiano (X∗) se les conoce como demandas walrasianas y usual-
mente se denotan:

x∗
i = XW

i (P, X̄).

De�nición 5.3 (Función de utilidad indirecta walrasiana). La función
de utilidad indirectawalrasiana, denotada V (P, X̄), es la función valor
del problema walrasiano:

V (P, X̄) = u(XW
1 (P, X̄), . . . , XW

n (P, X̄)).

De�nición 5.4 (Demandas netas). Las demandas netas se de�nen como:

XN
i (P, X̄) = XW

i (P, X̄)− x̄i.

5.1. Propiedades de la función de utilidad indirecta walra-
siana

(i) Homogénea de grado cero en precios,
i.e. V W (λP, X̄) = V W (P, X̄).

(ii) No-decreciente ante aumentos en la dotación,

i.e.
∂V W

∂x̄i
≥ 0.

(iii) El signo de impacto en precios de la utilidad indirecta depende del signo
de la demanda neta,

i.e.
∂V

∂pi
= −µW

R XN
i (P, X̄).

5.2. Propiedades de las demandas walrasianas

(i) Homogéneas de grado cero en precios,
i.e.XW (λP, X̄) = XW (P, X̄).

(ii) Se cumplen las identidades de Roy,

i.e.XN
i =

∂V W

∂pi
∂V W

∂x̄i

Pi, ∀i = 1, . . . , n.

5.3. Dualidad

A las relaciones entre los modelos marshaliano y walrasiano se les conoce co-
mo relaciones de dualidad.

(i) IW = I.

(ii) XW
i (P, X̄) = XM

i (P, I).

(iii) V W (P, X̄) = V (P, I).

Teorema 5.1: Ecuación de Slutsky

Sea u una función de utilidad monótona, entonces:

Efecto total

∂XW
i

∂pi
(P, X̄) =

Efecto sustitución

∂XC
i

∂pi
(P, ū)

−
∂XM

i

∂I
(P, I) XN

i (P, X̄)

Efecto ingreso neto

,

y

Efecto total

∂XW
i

∂pj
(P, X̄) =

Efecto sustitución

∂XC
i

∂pj
(P, ū)

−
∂XM

i

∂I
(P, I) XN

j (P, X̄)

Efecto ingreso neto

para toda i 6= j.

5.4. Parámetros de decisión
Demandas netas

(i) SiXN
i < 0, entonces el consumidor vende xi.

(ii) SiXN
i = 0, entonces el consumidor consume su dotación de xi.

(iii) SiXN
i > 0, entonces el consumidor compra xi.

Dotaciones

(i) Si TMS(x̄i, x̄j) < pi/pj , entonces el consumidor vende xi y compra
xj .

(ii) Si TMS(x̄i, x̄j) > pi/pj , entonces el consumidor compra xi y vende
xj .

Cambios en utilidad

(i) Si
∂V

∂pi
< 0, entonces el consumidor vende xi.

(ii) Si
∂V

∂pi
> 0, entonces el consumidor compra xi.
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6. Modelo ocio-consumo

máx
{h,c}

u(h, c)

sujeto a c ≤ INL + w(T − h),

h ≤ T,

0 ≤ h, c.

h Tiempo dedicado al ocio
c Consumo
T Tiempo total
w Salario
INL Ingreso no-laboral

Solución al modelo

Dada la función de utilidad u(h, c) y al suponer que, en el óptimo, c =
INL − hw, entonces:

· Si h∗, c∗ > 0, en el óptimo: TMS(h∗, c∗) = w.

De�nición 6.1 (Demanda de consumo). La demanda de consumo es
una de las soluciones al modelo ocio-consumo y se denota:

cW (w, INL).

De�nición 6.2 (Demanda de ocio). La demanda de ocio es una de las
soluciones al modelo ocio-consumo y se denota:

hW (w, INL).

De�nición 6.3 (Oferta laboral). La oferta laboral del consumidor está
determinada por:

l(w, INL) = T − hW (w, INL).

De�nición 6.4 (Salario de reserva). El salario de reserva del consumi-
dor está dado por:

wR = TMS(T, INL).

6.1. Dualidad
En el modelo ocio-consumo se cumplen las siguientes relación de dualidad:

(i) hW (w, INL) = hM (w, INL + wT ),

(ii) cW (w, INL) = cM (w, INL + wT ).

Teorema 6.1: Ecuación de Slutsky

Sea u(h, c) una función de utilidad monótona, entonces:

Efecto total

∂hW

∂w
(w, INL) =

Efecto sustitución

∂hC

∂w
(w, ū)

+
∂hM

∂l
(w, INL + wT ) l(w, INL)

Efecto ingreso neto

,

y

Efecto total

∂cW

∂w
(w, INL) =

Efecto sustitución

∂cC

∂w
(w, ū)

+
∂cM

∂l
(w, INL + wT ) l(w, INL)

Efecto ingreso neto

.

6.2. Parámetros de decisión
Salario de reserva

(i) Si wR < w, entonces el consumidor decidirá trabajar.

(ii) Si wR > w, entonces el consumidor demandará T horas al ocio.

Cambios en utilidad

(i) Si
∂V

∂w
= µRl < 0, entonces el consumidor tendrá mayor a�nidad al

trabajo.

(ii) Si
∂V

∂w
= µRl > 0, entonces el consumidor tendrá mayor a�nidad al

ocio.
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7. Modelo de consumo intertemporal

máx
{c0,...,cn}

u(c0, . . . , cn)

sujeto a cn ≤
(

n−1∑
t=0

(1 + rt)(It − ct)

)
+ In,

0 ≤ c0,

...

0 ≤ cn.

ct Consumo en el período t
It Ingreso en el período t
rt Tasa de interés en el período t

Solución al modelo

Dada la función de utilidad u : R2 → R y al suponer que, en el óptimo,
c1 = I1 + (1 + r0)(I0 − c0), entonces:

· Si c∗0, c1∗ > 0, en el óptimo: TMS(c∗0, c
∗
1) = 1 + r0.

De�nición 7.1 (Demanda de consumo en período t). Las demandas
de consumo son las soluciones al modelo de consumo intertemporal y se deno-
tan:

ct(r0, . . . , rn−1; I0, . . . , In).

De�nición 7.2 (Ahorro). El ahorro del consumidor en período t está de-
terminado por:

st = It − ct.

De�nición 7.3. De�nimos r̃t como la tasa de interés tal que el consumidor
no quiere ahorrar ni pedir prestado en el período t:

r̃t = TMS(It, It+1).

Teorema 7.1: Ecuación de Slutsky

Sea u una función de utilidad monótona, entonces:

Efecto total

∂ct

∂rt
(R, I) =

Efecto sustitución

∂cCt
∂rt

(R, ū)

+
∂cMt
∂rt

(R, I) st(R, I)

Efecto ingreso neto

,

y

Efecto total

∂ct+1

∂rt
(R, I) =

Efecto sustitución

∂cCt+1

∂rt
(R, ū)

+
∂cMt+1

∂rt
(R, I) st(R, I)

Efecto ingreso neto

.

7.1. Parámetros de decisión
Ahorro

(i) Si st < 0, entonces el consumidor es deudor en período t.

(ii) Si st = 0, entonces el consumidor no ahorra ni pide prestado.

(iii) Si st > 0, entonces el consumidor es ahorrador en período t.

Tasa de interés

(i) Si r̃ < r, entonces el consumidor decidirá endeudarse en período t.

(ii) Si r̃ > r, entonces el consumidor decidirá ahorrar en período t.

Cambios en utilidad

(i) Si
∂V

∂rt
= µRst < 0, entonces el consumidor tendrá mayor a�nidad a

endeudarse.

(ii) Si
∂V

∂rt
= µRst > 0, entonces el consumidor tendrá mayor a�nidad a

ahorrar.
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8. Decisiones de la empresa

De�nición 8.1 (Función de producción). La función de producción
describe la relación entre la producción de bienes y la cantidad de insumos (ca-
pital y trabajo) requeridos para la misma, en este caso:

f : R2 → R dada por alguna f(l, k).

De�nición 8.2 (Isocuanta). Una curva isocuanta nivel k se de�ne como
aquellas canastas que, con precios dados, producen la misma cantidad q̄.

ICk = {(l, k) ∈ R2
++ | f(l, k) = q̄}.

De�nición 8.3 (Producto marginal). La productividad marginal de
un insumo mide el cambio en la producción de la empresa ante un cambio mar-
ginal en dicho insumo.

i.e. PMgL =
∂f

∂l
(l, k) y PMgK =

∂f

∂k
(l, k).

De�nición 8.4 (Tasa marginal de sustitución técnica). La tasa mar-
ginal de sustitución técnica TMST(l, k) mide el número de unidades de
capital que se está dispuesto a sacri�car por una unidad adicional de trabajo
manteniendo la producción constante.

i.e. TMST(l, k) =
PMgL(l, k)
PMgK(l, k)

.

De�nición 8.5 (Producto medio). La productividad media de un in-
sumo mide la cantidad promedio que produce cada unidad de dicho insumo.

i.e. PMeL =
f(l, k)

l
y PMeK =

f(l, k)

k
.

Teorema 8.1: Rendimientos decrecientes

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos decrecientes a escala si
f(λl, λk) < λf(l, k), ∀l, k ≥ 0 y ∀λ > 1.

Teorema 8.2: Rendimientos constantes

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos constantes a escala si
f(λl, λk) = λf(l, k), ∀l, k ≥ 0 y ∀λ > 1.

Teorema 8.3: Rendimientos crecientes

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos crecientes a escala si
f(λl, λk) > λf(l, k), ∀l, k ≥ 0 y ∀λ > 1.

Proposición 8.1

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos decrecientes a escala si y solo
si la productividad media de los insumos es decreciente.

Proposición 8.2

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos constantes a escala si y solo si
la productividad media de los insumos es constante.

Proposición 8.3

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos crecientes a escala si y solo si
la productividad media de los insumos es creciente.
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8.1. Minimización de costos

mín
{l,k}

wl + rk

sujeto a 0 ≤ l,

0 ≤ k,

q̄ ≤ f(l, k).

f(l, k) Función de producción
k Capital
l Trabajo
q̄ Oferta mínima
r Tasa de interés (precio del capital)
w Salario (precio del trabajo)

Soluciones del modelo

Dada una función de producción f(l, k) y al suponer que, en el óptimo,
f(l∗, k∗) = q̄, entonces:

· Si l∗, k∗ > 0, en el óptimo: TMST(l∗, k∗) =
w

r
.

· Si l∗ = 0, en el óptimo: TMST (0, k∗) <
w

r
.

· Si k∗ = 0, en el óptimo: TMST (l∗, 0) >
w

r
.

De�nición 8.6 (Demandas contingentes). A la solución óptima del pro-
blema de minimización de costos (l∗, k∗) se les conoce como demandas con-
tingentes de insumos y usualmente se denotan:

l∗ = lc(w, r, q̄) k∗ = kc(w, r, q̄)

De�nición 8.7 (Función de costo mínimo). La función de costo mí-
nimo, denotada C(w, r, q̄), es la función valor del problema minimización
de costos:

C(w, r, q̄) = wlc(w, r, q̄) + rkc(w, r, q̄).

Teorema 8.4: Ley de la demanda contingente

Sean lc(w, r, q̄) y kc(w, r, q̄), entonces cada insumo es no-creciente
ante cambios en su propio precio y no-decreciente ante cambios en el
precio cruzado.

i.e.
∂lc

∂w
≤ 0,

∂kc

∂r
≤ 0;

∂lc

∂r
≥ 0,

∂kc

∂w
≥ 0.

Lema 8.1: Lema de Shephard

lc(w, r, q̄) =
∂C(w, r, q̄)

∂w
kc(w, r, q̄) =

∂C(w, r, q̄)

∂r

8.1.1. Propiedades de la función de costo mínimo

(i) Homogénea de grado uno en precios,
i.e. C(λw, λr, q̄) = λC(w, r, q̄).

(ii) Creciente ante aumentos en cantidad, i.e.
∂C

∂q̄
> 0.

(iii) No-decreciente ante aumentos en precios,

i.e.
∂C

∂w
≥ 0 y

∂C

∂r
≥ 0.

(iv) Cóncava en precios,

i.e.
∂2C

∂w2
≤ 0 y

∂2C

∂r2
≤ 0.

8.1.2. Propiedades de las demandas contingentes de insumos

(i) Homogéneas de grado cero en precios,
i.e. lc(λw, λr, q̄) = lc(w, r, q̄) y kc(λw, λr, q̄) = kc(w, r, q̄).

(ii) Se cumple la ley de la demanda contingente.

(iii) Se cumple el lema de Shephard.

(iv) Existe simetría en efectos cruzados, i.e.
∂lc

∂r
=

∂kc

∂w
.

De�nición 8.8 (Costo marginal). El costo marginal mide el cambio en
los costos ante un cambio marginal en la producción.

i.e. CMg(w, r, q̄) =
∂C(w, r, q̄)

∂q̄
.

De�nición 8.9 (Costo medio). El costo medio mide los costos promedio
de producir cada unidad.

i.e. CMe(w, r, q̄) =
C(w, r, q̄)

q̄
.

Proposición 8.4

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos decrecientes a escala si y solo
si el costo medio es creciente.

Proposición 8.5

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos constantes a escala si y solo si
el costo medio es constante.

Proposición 8.6

Decimos que f(l, k) tiene rendimientos crecientes a escala si y solo si
el costo medio es decreciente.

Relación entre el costo marginal y el costo medio

(i) Si CMg < CMe, entonces
∂CMe
∂q̄

(w, r, q̄) < 0.

(ii) Si CMg = CMe, entonces
∂CMe
∂q̄

(w, r, q̄) = 0.

(iii) Si CMg > CMe, entonces
∂CMe
∂q̄

(w, r, q̄) > 0.

Corolario 8.1

Sea f una función de producción y q̄ = f(l, k), entonces:

CMe(w, r, q̄) =
w

PMeL(lc, kc)
+

r

PMeK(lc, kc)
.
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8.2. Maximización de bene�cios

máx
{q}

pq − C(w, r, q̄)

sujeto a 0 ≤ q.

C(w, r, q̄) Función de costo mínimo
p Precio de mercado
q Oferta

Solución del modelo

Dada una función de costo mínimo C(w, r, q̄), entonces:

· Si q∗ = 0, en el óptimo: p ≤ CMg(w, r, 0).

· Si q∗ > 0, en el óptimo: p = CMg(w, r, q∗).

De�nición 8.10 (Oferta). A la solución óptima del problema de maximi-
zación de bene�cios (q∗) se le conoce como oferta y se denota:

q∗ = q(w, r, p).

De�nición 8.11 (Función de bene�cios máximos). La función de be-
ne�cios máximos, denotada π(w, r, p), es la función valor del problema de
maximización de bene�cios:

π(w, r, p) = pq(w, r, p)− C(w, r, q(w, r, p)).

Parámetros de decisión

Para que q∗ produzca un máximo, se debe cumplir que
∂CMg(w, r, q)

∂q
≥ 0.

Es decir, que el óptimo (q∗) se encuentre donde el costo marginal es crecien-
te. Adicionalmente:

(i) Si p < CMeV(w, r, q∗), entonces los bene�cios de NO producir son
mayores que los de producir.

(ii) Si p = CMeV(w, r, q∗), entonces a la empresa le da lo mismo producir
o no.

(iii) Si p > CMeV(w, r, q∗), entonces los bene�cios de producir sonmayores
que los de no producir.

Nota: CMeV =
C(w, r, q∗)− C(w, r, 0)

q∗
.

Proposición 8.7

Sea qs la escala de producción e�ciente tal que 0 < q∗ < qs, donde
q∗ es una solución del problema de maximización. Entonces, q∗ no es
óptimo.

Proposición 8.8

Si la función de producción tiene rendimientos crecientes a escala, en-
tonces q∗ = 0 ó q∗ → ∞.

Teorema 8.5: Ley de la oferta

Sea q(w, r, p) derivable, entonces la oferta es no-decreciente en el pre-
cio de venta.

i.e.
∂q

∂p
(w, r, p) ≥ 0.

8.2.1. Propiedades de la función de bene�cios máximos

(i) Homogénea de grado uno en precios,
i.e. π(λw, λr, λp) = λπ(w, r, p).

(ii) No-decreciente en el precio de venta, i.e.
∂π

∂p
≥ 0.

(iii) No-creciente en los precios de insumos, i.e.
∂π

∂w
≤ 0 y

∂π

∂r
≤ 0.

8.2.2. Propiedades de la oferta

(i) Homogénea de grado cero en precios,
i.e. q(λw, λr, λp) = q(w, r, p).

(ii) Se cumple, por obvias razones, la Ley de la oferta.
(iii) El signo de impacto en precios de insumos depende de las demandas

contingentesde la siguiente forma:

∂q

∂w
= −

∂lc

∂q

∂q

∂p
y

∂q

∂r
= −

∂kc

∂q

∂q

∂p
.

De�nición 8.12 (Demandas inducidas). Las demandas inducidas de
insumos determinan la cantidad de capital y trabajo que demanda la empresa
para cada nivel de w, r y p. Se denotan:

l(w, r, p) = lc(w, r, q(w, r, p));

k(w, r, p) = kc(w, r, q(w, r, p)).

8.2.3. Propiedades de las demandas inducidas de insumos

(i) Homogéneas de grado cero en precios,
i.e. l(λw, λr, λp) = l(w, r, p), y k(λw, λr, λp) = k(w, r, p).

(ii) No-crecientes ante cambios en los precios de insumos,

i.e.
∂l

∂w
≤ 0 y

∂k

∂r
≤ 0.

(iii) El signo de impacto en el precio de venta depende de las demandas con-
tingentesde la siguiente forma:

∂l

∂p
=

∂lc

∂q

∂q

∂p
y

∂k

∂p
=

∂kc

∂q

∂q

∂p
.

Lema 8.2: Lema de Hotelling

∂π

∂p
= q∗ ≥ 0.

Corolario 8.2

∂π

∂w
= −l(w, r, p)

∂π

∂r
= −k(w, r, p)

De�nición 8.13 (Excedente del productor). El excedente del produc-
tor representa la diferencia entre el precio al que el productor vende y su dis-
posición para vender una determinada cantidad y la de�nimos como sigue:

EP = π(w1, r1, p1)− π(w1, r1, p0) =

∫ p1

p0

q(w, r, p)dp

= π(w1, r1, p1)− π(w0, r1, p1) = −
∫ w1

w0

l(w, r, p)dw

= π(w1, r1, p1)− π(w1, r0, p1) = −
∫ r1

r0

k(w, r, p)dr
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Teorema 8.6: Ecuación de Slutsky

Sea u una función de utilidad monótona, entonces:

Efecto total

∂l

∂w
(w, r, p) =

Efecto sustitución

∂lc

∂w
(w, r, q)

−
(
∂lc

∂q
(w, r, q)

)2 ∂q

∂p
(w, r, p)

Efecto producto

,

Efecto total

∂k

∂r
(w, r, p) =

Efecto sustitución

∂kc

∂r
(w, r, q)

−
(
∂kc

∂q
(w, r, q)

)2 ∂q

∂p
(w, r, p)

Efecto producto

,

Efecto total

∂l

∂r
(w, r, p) =

Efecto sustitución

∂lc

∂r
(w, r, q)

−
∂lc

∂q
(w, r, q)

∂kc

∂q
(w, r, q)

∂q

∂p
(w, r, p)

Efecto producto

y

Efecto total

∂k

∂w
(w, r, p) =

Efecto sustitución

∂kc

∂w
(w, r, q)

−
∂kc

∂q
(w, r, q)

∂lc

∂q
(w, r, q)

∂q

∂p
(w, r, p)

Efecto producto
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